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Совместное движение газа и пленки жидкости реализуется во многих аппаратах 

энергетики и химической технологии. Неустойчивость поверхности раздела фаз 
оказывает сильное влияние на протекание тепломассообменных процессов, прежде 
всего из-за волнообразования, турбулизации, срыва капель и формирования сухих 
пятен. Анализу устойчивости свободно стекающей пленки жидкости посвящены 
многие работы [1]. В [2-4] изучалось устойчивость течения вертикальной пленки 
жидкости, контактирующей с неподвижным паром. Было показано, что испарение 
дестабилизирует, а конденсация стабилизирует течение, при этом критическое число 
Рейнольдса пленки достаточно мало, так что во всех практических ситуациях пленку 
конденсата можно считать нестабильной. Значительно меньше внимание уделялось 
изучению волнообразования при совместном движении пара и пленки жидкости [5]. 
Наличие касательного напряжения на поверхности пленки со стороны движущегося 
газа оказывает существенное влияние на условия волнообразования даже в отсутствие 
фазового перехода. В данной работе исследуется влияние фазового превращения на 
устойчивость ламинарной пленки жидкости, движущейся вдоль наклонной 
изотермической пластины под действием гравитации и турбулентного потока пара.  

УРАВНЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОЙ МОДЕЛИ ТЕЧЕНИЯ ПЛЕНКИ 
Введем декартову систему координат Oxy так, 

что проекция силы тяжести на пластину  
направлена вдоль оси Ox, ось Oy перпендикулярна 
пластине, наклоненной под углом θ  к горизонту 
(рис.1) и рассмотрим совместное движение пара и 
пленки конденсата при следующих 
предположениях: 
1) Пар занимает все полупространство, 
примыкающее к пленке, давление пара , 
cкорость пара 

constps =0

constV =  много меньше скорости 
звука. 
2) Температура пластины constTw = , температура 

межфазной поверхности равна температуре насыщенного пара constTs = . 

y

x
θ
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Рис. 1. Схема течения 

3) Профиль температуры жидкости в пленке линейный: hyTTTT wsw /)( ⋅−+= . 
4) Вкладом реактивной силы, обусловленной фазовым переходом, в нормальное 
напряжение на межфазной поверхности пренебрегаем. 

В рамках такой постановки задачи течение пленки можно рассматривать независимо 
от движения пара. Воздействие потока пара на пленку учитывается через поток массы и 
нормальную и касательную компоненты напряжения на межфазной поверхности. 
Представим, как сделано в [6], касательное напряжение на поверхности пленки τs в 
виде суммы двух слагаемых: jfs τττ += . Здесь слагаемое 2/VVC vff ρτ ⋅=  обусловлено 
трением движущегося пара (коэффициент сопротивления Cf считается заданным), 
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второе слагаемое τj учитывает приток (или отток) импульса жидкости вследствие 
фазового перехода. В случае конденсации происходит приток импульса в пленку из 
паровой фазы, вследствие чего на поверхность жидкости действует дополнительная 

сила )( sj uVj −⋅=τ . Здесь 
h

a
L

TTc
y
T

L
j wsp

hy
⋅

⋅
−

=
∂
∂
⋅−= =

ρλ )(
 - плотность потока массы на 

межфазной поверхности, а - температуропроводность жидкости, L - теплота фазового 
перехода.  

Полагая кривизну поверхности пленки малой, запишем в погранслойном 
приближении уравнения движения пленки  
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и уравнение неразрывности  

0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u . (2) 

Здесь u, v - компоненты скорости в направлении осей Ox, Oy соответственно;  во 
втором уравнении (1) компонента скорости v считается пренебрежимо малой. На 
пластине компоненты скорости должны удовлетворять граничным условиям 

0  ,0 00 ==
== yy vu , на поверхности пленки выполняются условия: 

ρ
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σ   (3) 

Из второго уравнения (1) с учетом граничного условия (3) находим давление в 
жидкости xxs hyhgpp ⋅−−⋅+= σθρ )(cos .  
Будем предполагать профиль скорости в пленке квадратичным: 

2)1()2(/ ηη ⋅−+⋅−= AAuu s , где  ss uhA μτ /= , hy /=η  (4) 

Интегрируя первое уравнение (1) по толщине пленки и преобразуя уравнение 
неразрывности (2), получаем уравнения интегральной модели течения пленки [7, 8]: 
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μ
ε  - параметр интенсивности фазового перехода, Pr - число Прандтля. 

В случае 0>ε  имеем конденсацию, в случае 0<ε  - испарение. Используя (4), находим  

( )VhFhFqFVh
F

hq
F

h
qFJ f

ff ⋅⋅⋅++⋅
⋅

+
⋅

⋅
⋅+

⋅

⋅⋅
⋅+

⋅
⋅

⋅= 2
2

212

32

21

2

0 /26
15

2
15
2

5
4

5
6 εμτε

μ
τ

μ
τ

,  (6) 

где 222120 )4(
1   ,

)4(
4/1   ,

)4(
1

+
=

+
−

=
+

−=
εε

ε
ε
ε FFF  

 2



VI Minsk International Heat and Mass Transfer Forum 
MIF 2008,  Minsk,  May 19-23, 2008 

СТАЦИОНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ ПЛЕНКИ 

Введем масштаб толщины пленки ( ) 3/12 / ghe ν= , масштаб скорости  и 
безразмерные переменные 

( ) 3/1gue ν=

ee hxqhh /    ,/    ,/ ν . Оставляя для всех переменных прежние 
буквенные обозначения, рассмотрим некоторые частные случаи стационарного 
течения, когда поверхностным натяжением можно пренебречь по сравнению с 
гравитацией и воздействием потока пара. 
Покоящийся пар. Течение пленки на вертикальной пластине с учетом 
инерционности жидкости. Уравнения (5) в этом случае примут вид 

ε=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

dx
dqh

qKh
h
q

dx
dhF 1

3
2

2
0 3

5
6

 (7) 

Система (7) имеет аналитическое решение:  
( 4/1

01
4

01
3 )3/2(4)0(     ),3/2(3/ εεε FKxhhFKhq +⋅⋅⋅+=+⋅= )  (8) 

В отличие от классического решения Нуссельта [9] в (8) учитывается инерционность 
пленки коэффициентом )3/2( 01 εFK + , отличным от единицы. Инерционность жидкости 
имеет существенное значение только для жидких металлов, для которых 1≅ε . 

Движущийся пар Течение без учета инерционности пленки. Пренебрегая 

инерционным слагаемым в левой части и малым слагаемым 
dx
dh  в правой части первого 

уравнения (5), а также полагая 1  ,1 21 == KK  при 1<<ε , приведем уравнение к виду  

θε sin
3
1)(

2
1 32 hhRhrq ee +⋅+⋅= . (9) 

Здесь , ee uVR /= ee
v

fe RRCr
ρ
ρ
2

= ; в случае испаряющейся пленки слагаемое hRe⋅ε  в 

скобках отсутствует. Подставляя (9) во второе уравнение (5) и интегрируя по x, 
получаем зависимость толщины пленки от координаты: 

xhhRhr ee ⋅=+⋅+⋅ εθε )sin(
4
1

3
1 423 . (10)  

Константа интегрирования выбрана так, что 0)0( =h . Асимптотики решения (10): 
при ∞→x  ; при  в случае конденсации ( ) 4/1/sin 4=)( θε xxh ⋅ 0→x eRxxh /4=)( ⋅ , в случае 
испарения . ( ) 3/1/3=)( erxxh ⋅ε

На рис. 2 а, б приведены зависимости (10) для спутного и противоточного движения 
пара при  и различных значениях . В случае V<0 (направления 
движения пара и гравитации противоположны) уравнение (10) дает две различные 
ветви . Для нижней ветви  пленка движется против гравитации под действием 
потока пара. Толщина пленки растет в этом же направлении и в точке ветвления 

01.0  ,103 3 =⋅= − εfC eR

)(xh )(xhl

*xx =  

достигает предельного значения θθε sin2/sin22
* ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= eee Rrrh , при этом ∞→= *xxdx

dh . 

Для верхней ветви  трения движущегося пара недостаточно, чтобы увлечь всю 
жидкость. На том участке, где пленка тонкая, жидкость движется в направлении потока 

*)( hxhup >

 3



пара, а там, где толщина пленки достаточно велика, преобладает действие гравитации и 
пленка движется вниз.  

УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ ПЛЕНКИ  
Влияние газа на развитие малых возмущений толщины пленки  

проявляется через заданные амплитуды флуктуаций касательных и нормальных 
напряжений на волнистой поверхности пленки. Амплитуды флуктуаций напряжений 
рассчитаны в [10] из решения задачи о течении газа над твердой волнистой 
поверхностью на основе квазиламинарной модели турбулентного потока газа [11, 12]. В 
[13, 14] эти результаты применены к исследованию устойчивости вертикального и 

горизонтального газопленочного течения на основе уравнения Орра-Зоммерфельда. В 
[15, 16] квазиламинарная модель использована в интегральном методе для анализа 
устойчивости совместного движения газа и пленки жидкости.  

)cos(kxaH ⋅=

Рис. 2. Распределение толщины пленки конденсата вдоль пластины 
а) спутное течение пара; б) противоточное течение пара 
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При наличии фазового перехода устойчивость течения пленки имеет локальный 
характер. При заданных скорости пара и температурном напоре толщина пленки 
изменяется с изменением координаты, при этом меняются число Рейнольдса и другие 
локальные значения безразмерных критериев, от которых зависит устойчивость 
течения.  

Выберем в качестве масштаба толщины пленки и координаты толщину пленки  
при том значении координаты x, где исследуется устойчивость. Введем масштабы 
скорости  времени  расхода 

mh

ν3/2
mm ghu = ,/ mmm uht = ,mmm uhq =  напряжения 3/mm ghp ρ=  

и введем безразмерные переменные ,mhx  , ,  mqq / mhh / mtt / ms pp  , оставив для 
величин прежние буквенные обозначения. Будем полагать 1<<ε , , тогда в 
безразмерных переменных уравнения (5) имеют вид 
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Здесь 23 3Re νmgh=  - число Рейнольдса,  - число Вебера,  - 
пленочное число, 

3/15 )Re/3( FiWe = 433 / νρσ gFi =

mf ghρττ 3=  - безразмерное касательное напряжение, 

 и  - безразмерные скорости пара,  3/2Re// mmv RuVR == 3/1)/3( gVRm ν=
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Для стационарного невозмущенного течения из (12) получаем распределение толщины 
пленки:  

)2/sin3(Re 0
2
00

0

vRhrhhdx
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εθ
ε . (13) 

Здесь индекс "0" означает невозмущенное состояние, 3/1
0 Re/3 mmf rghr == ρτ , 

ρρ 2mmvfm RRCr = . Будем полагать, что устойчивость исследуется вдали от тех 
значений , при которых знаменатель (13) обращается в ноль.  )(0 xh

Рассмотрим линеаризацию (12) относительно малых возмущений стационарного 
течения, полагая )),(1(),( 0 txHhtxh +⋅= ),(),( 0 txQqtxq +=  ( ),1 ττ ′+⋅= r  ,0 prpp ss ′⋅+=  где 

pQH ′′,,, τ  - малые возмущения. В результате линеаризации уравнения (12) примут вид  
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Для замыкания системы уравнений (14) относительно H, Q необходимо привлечь 
связь возмущений τ ′′   ,p  напряжений на межфазной поверхности с деформацией 
поверхности жидкости:  
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Здесь переменные IIRR pp ττ ,,,  связаны с рассчитанными в [10] вещественными и 
мнимыми компонентами амплитуд возмущений напряжений соотношениями  

00 /τττ kTII = , 00 /ττkFp RR = , , kFp II = kTRR =τ , где k – волновое число,  TR, TI, FR, FI  - 

функции одного параметра ggg kR νρτ //0= . 
Подставляя (15) в (14), получаем 
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Здесь 2/0 RrAc τ⋅+= , Re)//( 030 khpkarn II +⋅−= τ , 
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Дисперсионные соотношения. В отличие от случая 0=ε  коэффициенты c0, b, а2, n0 – 
медленно меняющиеся функции от координаты. Предполагается, что на расстоянии 
порядка длины волны эти коэффициенты меняются незначительно. Учитывая 
выбранный масштаб , в (16) полагаем mh 10 =h .  

Подставим в (16) ( )tctxikHH a β+−= )(exp , ( )tctxikQQ a β+−= )(exp , где , ( )kc ( )kβ  - 
фазовая скорость и инкремент волны. Из условия существования нетривиального 
решения получаем дисперсионное уравнение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅+−⋅⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅−+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅++ )(

Re
3

Re
)2(

Re
3 22

0
0

2 kWebkiknckickicaki εββ   (17) 

Уравнение (17) дает две волновых моды. Первая (основная мода) может быть 
неустойчивой (положительный инкремент), а вторая всегда устойчива. Из (42) следует, 
что при  0=k Re/εβ −=  или Re/3−=β . Таким образом, для основной моды 
длинноволновые возмущения в случае конденсации устойчивы, а в случае испарения 
неустойчивы.  

Отделяя в (17) вещественную и мнимую части, получим дисперсионные 
соотношения в виде: 

( )
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2
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2

2

22
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2
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3
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2
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+
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+

εεβ

εβ

Back

ca
A

 (18) 

Здесь 3Re)3/1( 2
0200 knacA −−−= ε , .   22

20 kWebaB ⋅+−=
Для пленки с фазовым превращением дисперсионные соотношения так же, как в [16], 
удается разрешить аналитически. Исключая из (18) инкремент, получим для  
квадратное уравнение:  

( )22ac −=λ

( )( ) 03/1 2
0

2
0

2 =⋅−−⋅−⋅− SASB ελλ , где ( )2Re2/3 kS = ,  

из которого находим  

 

( ) ( )( )

λ
εβλ

εελ

22
3/1

3
Re     ,

,2/43/13/1

0
2

2
0

2
0

2
0

Aac

SASBSB

±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=±=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅+−−+−⋅−=

  (19) 

Все соотношения при  переходят в 
выведенные ранее для пленки без 
фазового перехода. 

0=ε

Результаты расчетов. Ниже приведены 
результаты расчетов для вертикальной 
пленки (вода) при KTs  373= , , 

 (значение C
98003/1 =Fi

 103 3−⋅=fC f взято из [17]). На 
рис. 3 показаны нейтральные кривые  для неподвижного пара при различных 
значениях ε (

(Re)nk

0<ε  - испарение, 0>ε  -  конденсация). В случае отсутствия фазового 
перехода область неустойчивости ограничена сверху кривой а, а снизу – прямой 0=k , 

0 10 20 3
Re

0
0.0

0.1

0.2

kn

b 

с 

а 

Рис. 3 Нейтральные кривые для неподвижного 
пара: а - ε = 0; b - ε = 0,01; с - ε = − 0,05 
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т. е. неустойчивы длинноволновые возмущения. В случае испарения верхняя граница 
области неустойчивости (кривая с) расположена выше, чем кривая а, т. е. область 
неустойчивости расширяется (испарение дестабилизирует течение пленки). В случае 
конденсации область неустойчивости ограничена сверху и снизу двумя ветвями кривой 
b, причем верхняя ветвь лежит ниже кривой а, нижняя ветвь – выше оси абсцисс. Таким 
образом, для неподвижного пара конденсация повышает устойчивость пленки, при 
этом неустойчивость появляется только при значениях числа Рейнольдса больше 
критического Rec. Для больших значений Re верхняя ветвь кривой b вместе с кривой с 
асимптотически стремятся к соответствующей кривой а для пленки без фазового 
перехода, т. е. при  фазовый переход неподвижного пара слабо влияет на 
устойчивость пленки.  

cReRe >>

На рис. 4, 5 приведены зависимости )(kβ  для спутного ( 5,0=mr ) и противоточного 
( ) движения пара при различных значениях ε. Как видно из графиков, 
независимо от направления движения пара, испарение дестабилизирует течение пленки 
(расширяется диапазон волнового числа неустойчивых возмущений). Конденсация 
повышает устойчивость пленки только в случае противоточного движения пара. В 
случае спутного течения эффект конденсации неоднозначный. С одной стороны, при 
любых значениях Re длинноволновые возмущения оказываются устойчивыми. Кроме 
того, для  оказываются устойчивыми возмущения с любой длиной волны. С 
другой стороны, с ростом ε увеличивается значение нейтрального волнового числа k

5,0−=mr

1Re <<

n 
(верхняя граница области неустойчивости). Влияние параметра ε  на устойчивость 
пленки в случае конденсации показано на рис. 6, 7 в виде нейтральных кривых для 
противоточного и спутного течения пара при 5,0−=mr  и 5,0=mr . Для противоточного 
течения увеличение ε, так же как и для неподвижного пара, приводит к сужению 
области неустойчивости и увеличению критического числа Рейнольдса. Для спутного 
течения при  происходит расширение области неустойчивости и некоторое 
уменьшение значения Re

210−≥ε
c. 

Таким образом, в целом противоточное течение вертикальной пленки жидкости и 
пара при 1≈mr  оказывается более устойчивым, чем спутное течение. Отметим, что для 
движущегося пара (как для спутного так и для противоточного течений) нейтральные 
кривые не стремятся асимптотически при больших значениях Re  к соответствующей 
кривой для пленки без фазового перехода, т.е. при  конденсация движущегося 

пара оказывает существенное влияние на устойчивость вертикального пленочного 
течения. Устойчивость течения пленки конденсата определяется в основном не 

cReRe >>

Рис. 5. Инкремент для противоточного течения 
пара при Re = 10 и различных значениях ε:  
1) 0,01; 2) 0,005; 3) − 0,01; 4) − 0,1 
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Рис. 4. Инкремент для спутного течения пара  
при Re = 10 и различных значениях ε:  
1) 0,03; 2) 0,01; 3) − 0,01; 4) − 0,1 
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Рис. 6. Нейтральные кривые для 
противоточного течения пара при различных 
значениях ε: 1) 0; 2) 0,005; 3) 0,01; 4) 0,03 

Рис. 7. Нейтральные кривые для спутного  
течения пара при различных значениях ε,  
кривые: 1) 0; 2) 0,005; 3) 0,01; 4) 0,05 
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гравитацией, а взаимодействием с турбулентным потоком пара и существенно зависит 
от параметра конденсации. 

ВЫВОДЫ 
1. Для вертикальной пленки противоточное течение в целом оказывается более 
устойчивым, чем спутное течение. 
2. Испарение дестабилизирует течение пленки, а конденсация оказывает 
стабилизирующее воздействие только в случае неподвижного пара, а также в случае 
противоточного течения пара.  
3. В случае спутного течения пара влияние конденсации на устойчивость пленки 
неоднозначно. При малых значениях температурного напора конденсация приводит к 
сужению области неустойчивости, при этом "тонкая" пленка (малые значения ) 
становится абсолютно устойчивой. При дальнейшем увеличении интенсивности 
конденсации область неустойчивости расширяется и смещается в сторону малых Re. С 
увеличением скорости пара основной вклад в неустойчивость вносит воздействие 
движущегося пара и конденсация начинает оказывать дестабилизирующее действие на 
пленку.  

Re

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (грант № 06-08-01501)  
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